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О НАИЛУЧШЕЙ ИНТЕРВАЛЬНОЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЕ ДЛЯ
КЛАССА ФУНКЦИЙ \ЗН®_
Знайдено оптимальну інтервальну квадратурну формулу для класу диференційовних
періодичних функцій із заданою опуклою до гори мажорантою модуля неперервності третьої
похідної.
Ключовіслова: інтервальна квадратурна формула, модуль неперервності.
Получена оптимальная  интервальная квадратурная формула для класса
дифференцируемых периодических функций с заданной выпуклой вверх мажорантой модуля
непрерывности третьей производной.
Ключевые слова: интервальная квадратурная формула, модуль непрерывности.
The optimal interval quadrature formula in the class of functions with convex magorant of the
modulus of continuity of third derivative is obtained.
Key words: interval quadrature formula, modulus of continuity.
Введение. Пусть Н®- множество 2л-периодических непрерывных
функций Г(Ю, модуль непрерывности которых a(f,t)<so(t), где (1) -
заданный модуль непрерывности, \"Н® (т=1.2....) — множество 2n-





где С, «кор скЕВ-— коэффициенты, xX, нок Xk < (0,27) “— узлы,
ВЕ(0,л/п) и `В. (Р,5,х,,В)— погрешность квадратурной формулы (1) на
функции Г. Погрешностью квадратурной формулы(1) на классе М называют
величину К(5,61, хи, В) = зир В(©, Ens Xpoh). Квадратурная формула с узлами
fe
3% —* з
Хн и коэффициентами с; называется наилучшей для класса М, если
к(в) = ше (бя,в) =В.В).
Сп,Хп
Интервальные квадратурные формулы изучались в [1-4; 7-8; 10-12]. В
[8] (при г=1) и [19] (при г>2) показано, что наилучшей интервальной
м м т
квадратурной формулой для классов МУ, является формула прямоугольниковс
узлами x? = й +2n(k —1)/| , т є|0,2л/п) и коэффициентами
Сп 7 {2n/noy |
Основным результатом работыявляется следующая теорема
Теорема 1. Пусть 0<1<л/2п). Для любого выпуклого модуля
непрерывности w(t) квадратурная формула ипрямоугольников является
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оптимальной квадратурной формулой для класса WH? среди всех
квадратурных формул вида (1), узлы которых удовлетворяют условию
Хх +1 <х2 -Й <... <Хк +В <Хк.1-В <... < хи +И<х1 +27 -В, (2)
Вспомогательные результаты. Будем называть 27-периодическую
непрерывную функцию (6) о-сплайном, если для (єЇхі,хі|
НЕп(24 — 24,241 —2t)}/2, и при этом (і) меняет знак в каждой из
точек О=хо <х, <...<Х2п=2л . Пусть Му - множество всех ®-сплайнов,
имеющих ‘среднее значение 0 на периоде, Mi - множество г-х периодических
интегралов от функций Р єМ/,. Для любой (27 -периодической интегрируемой
xt+h |
функции (Г) будем обозначать функцию Стеклова gp (x) = Spe => [g(u)du.
| ма г : oh
‘Лемма 1. Пусть г=1,2,3,.., О«П«л/Оп). Для любой системы точек
Ry = fu ^ удовлетворяющей условию | (2), | существует функция
ЕСО еЕМ", для которой функция Стеклова’ В(Хх; | принимает
найменьшее значение, равноенулю, в зтой системе точек Ха:
_ Доказательство леммы, 1 проводится с использованием теоремыК. Бор-
сука | 131 При этом ‘построение непрерывного нечетного отображения
—> $21 является упрожением аналогичного ‘построения, проведенного
при доказательстве теоремы Г [5], в котором следует заменить v(x) Ha
с(2х)/2, 4(х) на -о(2х)/2, вместо фо(5,х) рассмотреть С»(5, у, 4,х), а при
построении 1(&) заменить J, Ha Г, (использованы обозначенияиз (51).
Пусть Ве(0,х/п), %( - 2лп/п-периодическая функция, равная в
среднем нулю на периоде, определенная равенством
wt) = | -лі(бл), если t €[—-h,h];
І, если ге (Ю,д2л/ п - Ні.






В, (60, ха, В) = тоУ Jr==FyF(a =(-1)'ооо,
N k=12x(k-i -h 0
а тогда в силу основной леммыН.П. Корнейчука[6,стр. 190] при нечетном г
 
. 9 _0 2n | 2п 2n
В.(МНО, 50, О.В)=вар fy(tFdt =| [ylt)ono(tddt]= [fo,(tdt,
feH® 0 0 | 9
где Ф»о М, -  (Ф-сплайн, соответствующий равномерному разбиению
клип, 1-0,..20, об>0 при те ,л/т), Фыобо) оп
периодический интеграл от функции Фи,о(І), равньй в среднем нулю,
бог (9 = Syne (уж тах SpOn,r (9.
2m .
Tax kak f,(X);t)eW'H® uo Rally Rnb)би,В) = SanGnDet, TO
теорема будет доказана, если мыпокажем,что.
2m _ Ж 2
]висоОО» ] fo.3(Xp; t)dt и “о (3)
для любого вектора Rn , которыйоотличается от xo,




~ 7 H(2t — 2a), если t>a.
Для любых положительных чисел &:,2,...Ё2и обозначим через
(1, 52,..„6215) | функцию с периодом &+ё5+...+62и, определенную на
к к
отрезке [€),&) + Уві следующим образом: для {е >в, У Ck =1,2,...,.2n,
i=l i=] isl
Senet = §1) положим
k k k+l
Р.Е...оп,= (ОК шине 25-256 ® 256-26 2
1=1 i=]
Пусть @(f,t) — Х-перестановка Н. П. Корнейчука функции f(t)
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(определение и свойства Х-перестановок приведены в [6]). Обозначим
Fyr(t)= SpOn50), r= 0,12,....
Лемма 2. Пусть Ге М,, Вх«л/(Оп), a(t) ~— выпуклый модуль
непрерывности. Тогда для любого t > 0
зок,43u)du $~——- IF,o(u)du . (4)
Мт то
Доказательство. Очевидно, достаточно доказать (4) для Е. и1<л/п.
Для этого покажем, что при любом фиксированном дЕ (0, п/п)
sup 1O(Fy,4udu (5)
fEeMy+hI
достигается для равномерного разбиения.
Tlycrp f(t) обращается в 0 в точках О=хь<х; <...< хи =2т, при этом
для 1е(,х)) ї(1)»0. Заметим, что f(t)=f(a),b),..,.a,,b,,t), где
ак =Х2к1-Х2к2,  Ик=хок-хка, К=Ьп. При каждом 1=Ъи, если
bj 22h, 6122и (считаем bo =b,), то положим а =а;, а в случае,
когда min{b;,b;_;}< 2h, выберем а; © (а;,+50) так, чтобы
а (х21—1+х2;)/2 |
Гун (ai,t)), dt = ГЕ„ав. Далее каждое из чисел bj,...,b,, MeHbmee
-аї (х21-3+Х21-2)/2
Оп, заменим на 2И, уменышив на ту же величину наибольшие из bj.
Полученные числа обозначим Djs.Dy- По построению
(ат, Ы1,-..а,6и,) >0. Увеличим наибольшее из Ъ' так, чтобы полученная
функция Е(®)=Е(а1,61,...ап,6,) была в среднем равна нулю, тогда
|el, = [fn+ | поэтому
б 5 _ n 6/2
[Фи [ФСкли ХУ f(vy(ak,t), dt
0 0 _ К=1--6/2
 
р №  ak =У Куна),
Кеї -ак
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= G(a4,bf,...a'y,b4) << Glad, b?,....a2,b2)], (6)
где последнее неравенство в (6) получено при переходе к наибольшему
значению непрерывной функции С(&) на замкнутом множестве
—_ 2
= (EqEn) ; 221 > 21, тт ак <Е < max ак, i=Il,n, УЕк = Уа +6),
isk<n «Кап k=1 k=!
ЕС...62, =0}. При этом, не ограничивая общности, можно считать, что
 
точка Mo[af, bpafbp такова, что ад «ад «чад и БО <Ь «сьо,
Предположим, что ьо « bo. В этом случае существуют =; >0 и #2>0 такие,
что Ма?+51, а63аб1,50ад2,50 зву неоЕР и С(Мо) < @(МО,
что противоречит выбору Мо. Существование 5 >0, #&2>0 следует из
И
монотонного убывания функции Н(®)= Г(Ув (+, и)), ди[iГVa tt, и)), ди на
-6/2
промежутке 14 є|6/2,-ксо) , которое проверяется непосредственным вычислением
производной Н’@) с использованием выпуклости функции w(t). Takum
б но 0 _ 0 0 ,образом, Б1 => =...=Б;. Предположим, что ар «ад, тогда, используя
монотонность Н(І), можно показать, что существуют б; >0и 65 > 0 такие, что
М> (а+51 +52,50а60... ао_pbaan~— 81,6; -82)€D a G(Mo)<G(M)),
что невозможно. Следовательно, ay = ад =.= a? ‚ а тогда в силу монотонности
НС) точная верхняя граньв (5) достигается для равномерного разбиения.
Лемма 3. Пусть Ге М,, h<n/(2n), &(®) - выпуклый модуль
непрерывности. Если функция Стеклова Ё, ({) 2п раз меняет знак на интервале
[0,2п) ‚ то расстояние между любыми двумя соседними экстремумами функции
Е(О не меньше,чем В.
Доказательство леммы 3 основано на том, что между любыми
соседними точками перемены знака производной Ё; ({) находится хотя быпо
одной точке экстремума функций f(t+h) u f(t—h). Mpegnonoxus, что
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расстояние между некоторыми двумя соседними экстремумами функции Г(Е)
меньше, чем |, можно показать, что найдутся два экстремума функции f(t +h)
или Г(2- 1), между которьми нет точек переменызнака #; (1), а тогда #, (©) не
может 2п раз менять знак на [0,2м).
Лемма 4. Пусть РеМу, №<л/21), o@(t) - выпуклый модуль
непрерывности. Если функция Стеклова б, (К) 2п раз меняетзнак на интервале
(0,27) , To
о обу)nies{=за для всех (є (0,л/п), (7)
Ен:< \Fn (0) для всех te(0,n/n), (8)
при этом неравенства(7) и (8) являются строгими на множестве положительной
меры, если #(0 отличнаот Фи,g(t+a).
Доказательство. Пусть а>0, by>0, а+ b >h, t €(—0,+00), Paccmotpum
вспомогательную функцию"|
Рес(-4а - 21), еслиt < —2a,
-a'(4a + 2t), если. —2а <1 «за,
Ф(-20, если -ах« іх9,
Їо"(2ї), если 0<t<b,
-—a'(4b- 2t), ecm b<t<2b,
-Ф'(21-4Б), если 1» 25,
g(a, b, Фе=.)
Так как c(t) ~ выпуклый модуль непрерывности, то при фиксированных
ай функция g(a, b, t) определена для почти всех ТЕ (-0,+00). Покажем,что
для любого бе (О, а+Б] и любого тЕ[-а,Ъ — 5]
теб 6/2
gy(a,bu)du< [gp ((a+b)/2,(a+b)/2,u)du. (9)
~6/2
Не ограничивая общности, можно считать, что а>Ъ. Кроме того, при
доказательстве (9) будем предполагать, что функция ’({) непрерывна и строго
убывает на (0,+0) (общий случай можно получить предельным переходом),
тогда при любьх 520, 1720, б>0 таких,что & +1 > min{h,o}, условия
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-<а<а+с=В<т, в, (81,0)= Вн(Е,1,В) < Въ (6.1,для всехие (а.В)
однозначно определяют величины a=a(En,o), B=B(E.no). Положим
B(¢,a+b—-<,6)
G(s) = [2н(с»а+Ь-с,и)4и. Функция G(c) непрерывна на замкнутом
a(¢,a+b—-<,5)
промежутке [(а+Ъ)/2,а], следовательно, достигает на этом промежутке своего
наибольшего значения в некоторой точке с=ад. Обозначим Бу =а+Ь-а0.
Если б+21 <2%%, то (9) очевидно, поэтому будем считать, что 6+2h> 2b.
Рассмотрим сначала случай Н<ао. Покажем, что ау=Ъо. Предположим
Во
противное — пусть ад > 69. Рассмотрим функцию $(0) = [2 (ао -Ь Бо +ч)ди,
где ад (ад,бо,б), Ву =В(ао,60,6).  Непосредственной. проверкой,
рассматривая различные случаивзаимного расположения точек 040-П, о+1,
Bo-h, Both, -—2а0о, ао, 0, Бо» 260, можно показать, .. что. 501).
дифференцируема B некоторой окрестности нуля, при.этом
Вов | мо о
5) емо)аuns i(e(aq,bo.¥)), du>0, (10)
2 Розв gob
поэтому при достаточно малом є».
С(ад-єз "рвы6;by +¢,u)du =Ste) >$(0)= O(a). ay
аб г.
что противоречит выбору точки ад. Следовательно, в случае В «ад
неравенство ар > 5 невозможно,а значит, верно(9).
Для доказательства (9) остается рассмотреть случай, когда 6+26 > 25%,
№ > ар. Возможнынесколько случаев взаимного расположения точек
1) Go +he(-ag,b9), Bo —hE(-ap, bg), Ag —h<—ag, Both> by;
2) ag +he(—ag,bg), By -hS-ag, ag -—h<—ag, Both>bg;
3) Go th2bg, By —he(—ag, bg), мо -В <-а0о, В+ >;
4) Oy th 2 bo, Bo ~hS~ag, Op —h<—ag, Bo th> bo.
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В случаях1) и 2) аналогично описанному выше предположение а( > бо
приводит к противоречию, так как при достаточно малом =>0 справедливы
(10) и (11). В случае 3) из строгой монотонности w(t) следует, что
Both Bo-h
12(ао,Ро,ч)9и| >| |2(ао,Ъи, и)4и|, что невозможно в силу выбора 4 и Ву.
agth ag-h
Наконец, в случае 4) функция С(с) является константой на промежутке
[(а+5)/2, ао]. Таким образом, неравенство (9) доказано полностью.
Докажем (7) для функции ihі Пусть функция Рє М, имеет нули в
точках О=ху<х|<..<х2и =27л, при этом f(t)>O для їє(хо,хі) (в
противном случае рассмотрим функцию f(t+x,)). Обозначим
=; -х1)/2, 1=0,21, ху =х21-27. В силу леммы 3 Е+Е>В для
всех 1=0,2и-1. Зафиксируем значение хе(0,л/п). Рассуждая аналогично
доказательству теоремы6.5.1 в [6], получаем соотношения
п Х2 a
бт5 f(s).x10)чуби. (12)
ae Taxl2 a .
| п Ok+x
©.4 Гансбаком),и, . (С)ак
где при X2to,_p)tto, Чк=-Бк, а при каждом хе(0,ї2їі») Oy
определяются из условия ву (121, 12к, Ск) 2 8ь (бокові+X). Боли oy,
определяется неоднозначно, то выбираем любоеиз значений.
Непосредственной проверкой можно показать, что при любом
: х/2
фиксированном значении хе(0,л/п) производная 4 | (вк (t,t,u)),a
. —х/2











     
где 0, =(to,-) +to,)/2, К=10. Предположим, что f(t) отлична от
@p,.o(t+a), Torga o’= min o, < max o, =o". Ecmm 20'<x+2h<2o0", To npu
; Isksn Isk<n
замене с" на б"-є, 0’ на o'+€ (5>0 достаточно мало) сумма строго
возрастает, поэтому второе неравенство в (14) является строгим. Таким
образом, (7) и (8) являются строгими на множестве положительной меры.
Лемма полностью доказана.
‘abyПоложим ск Hae ‚ К=0,,..., су =1, где ен = ЦВ иГЕМ,
        
Лемма5. Если ГЕМ;, то iol > [8..0] ‚ то есть со >1.
Доказательство. Пусть функция ГеМ, имеет нули в точках
 
О=х, < Хх! <...< хи =27. Обозначим т =(х-х_/2, 1=1,2n, тогда
fall, 2 2 Тк, (туь1)), 42. Исследуя полученную функцию 2п переменных в
a an
замкнутой области D=40 < лк S2n, k =1,Qn, Dt, =20-, MOKHO MOKasaTb, 4TO
k=l :
 
она достигает наименьшего значения [бы|| при t=a/n, k=1,2n.
Доказательство теоремы1. Пусть Ге My w h<7/(2n). Предположим,
что функция Стеклова #,({} Зп раз меняет знак в интервале [0,27),
8(1) = ВЕ, (© +С ‚ где С - произвольная константа. Тогда
№(5;262ьфь(0), (15)
roe ‘Y(g;t) - функция, определенная в работе [10]. Доказательство (15) почти
дословно повторяет доказательство аналогичного утверждения в [10], при этом
вместо соответствующих лемм из [10] используются леммы 2—5 настоящей
работы. Пусть узлы Х,„ удовлетворяют условию (2), обо - функция,
существование которой доказано в лемме 1. Так как хи) 2п раз меняет
знак в интервале[0,2п) ‚ то в силу (15) справедлива оценка
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От Qn . 2m 2n .
[fanpotdt = [PfspFstMit 2 ep ГЗнФаз(УСНЕ = co Jfp3(%q td. (16)
0 0 0 0
Рассуждая аналогично доказательству леммы8 в [10], можно показать,
что, если вектор Х, отличается от вектора x? ‚ то 1<с0 <с| <с2, а тогда из
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